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Resumen. La estimacion de densidad busca aproximar una funciéon de densidad de probabilidad usando un conjunto de datos.
Asimismo, la estimacion de parametros es el proceso de calcular los valores de los parametros de un modelo de densidad. En
este trabajo, se tiene como objetivos el estudio de las técnicas de estimacion de densidad. Asi como su aplicacion en dos casos
de uso: (i) un andlisis de frecuencias para nuevos casos confirmados de COVID-19 usando una distribucion Gumbel; y (ii) el
desarrollo de un modelo de substraccion de fondo adaptable para la deteccion de movimiento en un ambiente interior. Los
resultados obtenidos demuestran que las técnicas de estimacion de densidad pueden ser aplicados en la solucion de diferentes
problemas. Por ultimo, se proponen diversos trabajos a futuro centrados en tres aspectos principales.

Palabras clave: Analisis de Frecuencias, Inteligencia Artificial, Modelos de Univariados, Modelos Multivariados,
Reconocimiento de Patrones.

Summary. Density estimation seeks to approximate a probability density function using a dataset. Parameter estimation is the
process of calculating the parameter values of a density model. This work aims to study density estimation techniques and their
application in two use cases: (i) a frequency analysis for new confirmed COVID-19 cases using a Gumbel distribution; and (ii)
the development of an adaptive background subtraction model for motion detection in an indoor environment. The results
obtained demonstrate that density estimation techniques can be applied to solve different problems. Finally, several future
projects are proposed, focusing on three main aspects.
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1 Introduccién

La Inteligencia Artificial (IA) es un area del conocimiento que comienza a mediados del siglo XX,
especificamente entre 1940 a 1950. Los aportes iniciales comenzaron con (1) la cibernética de Rober Wiener, el
cual describi6 el control y la estabilidad en redes eléctricas; (2) la teoria de la informacion de Claude Shannon
para describir sefales digitales; y (3) la teoria de la computacion de Alan Turing que demostrd que cualquier
forma de computacion podia describirse digitalmente.

Sin embargo, la inversion y el interés en la IA se dispararon en las primeras décadas del siglo XXI, cuando
el Aprendizaje Automatico (AA) se aplico con éxito a muchos problemas en el sector académico y la industria
debido al desarrollo de nuevos modelos matematicos, la aplicacion de hardware potente y a la recopilacion de
inmensos conjuntos de datos. AA trata de disefiar algoritmos que extraen automaticamente informacion valiosa
de los datos [1]. El énfasis en “automatico”, es que, el AA se preocupa por las metodologias de propdsito general
que se pueden aplicar a muchos conjuntos de datos, mientras se genera algo que sea significativo.

Existen tres conceptos que estan en el centro del AA: (i) datos, (if) un modelo y (iii) aprendizaje. Dado que
el AA estd impulsado por datos, (i) los datos son el niicleo del AA. El objetivo del AA es disefiar metodologias
de propdsito general para detectar patrones utiles de los datos, de forma ideal sin mucha experiencia en un dominio
especifico [2]. Por ejemplo, dado un gran corpus de documentos, los métodos de AA se pueden usar para encontrar
de forma automatica temas relevantes, tales como, resumen, ontologia, relaciones, entre otros [3]. Para lograr este
objetivo, se disefian (if) modelos que normalmente estan relacionados con el proceso que genera datos, de forma
similar al modelo del conjunto de datos que se proporciona. De acuerdo con [4], el objetivo es encontrar buenos
modelos que generalicen bien datos atiin no vistos, que puedan ser utiles en el futuro. Por ultimo, el (i) el
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aprendizaje se puede entender como una forma de aprendizaje para encontrar de forma automatica patrones y/o
estructuras en los datos mediane la optimizacion de los parametros del modelo.

Desde otra perspectiva, el AA es un subconjunto de algoritmos dentro del campo de investigacion de la TA.
Sin embargo, existen un amplio nimero de métodos y técnicas utilizadas en AA. Tradicionalmente, el AA se
puede dividir en tres categorias, que corresponden con el paradigma de aprendizaje. El primero tipo es el
aprendizaje supervisado o predictivo, donde el objetivo es aprender una correspondencia de las entradas x a las
salidas y, dado un conjunto etiquetado de pares entradas-salidas D = {x;,y;}),; donde D es el conjunto de
entrenamiento y N es el numero de ejemplos de entrenamiento. El segundo tipo de aprendizaje es el no
supervisado o descriptivo. Aqui solo se tiene las entradas D = {x;}), y el objetivo es encontrar las estructuras o
patrones interesantes en los datos. Esto también es conocido como descubrimiento de conocimiento. Este es un
problema mucho menos definido, ya que no se conoce que patron buscar y no hay métrica de comparaciéon como
en el aprendizaje supervisado. Por ultimo, hay un tercer tipo de aprendizaje, conocido como aprendizaje por
refuerzo, en el que un agente interactia secuencialmente en un entorno inicialmente desconocido, pero en el que
aprende como actuar o comportarse cuando se le dan sefiales ocasionales de recompensa o castigo.

Por otro lado, los algoritmos de AA se pueden dividir de acuerdo con el problema que se busca resolver. En
la Figura 1, se muestran las principales tareas dentro del AA, las cuales pueden variar de acuerdo con los distintos
autores. Por ejemplo, [2] solo reconocen cuatro de las seis tareas descritas en la Figura 1, excepto agrupamiento
y causalidad. En contraste [1], reconoce todas las tareas descritas, excepto causalidad. Si bien, el problema de
asumir o determinar una relacion causa-efecto, no es un problema reciente [5].

Supervisado No supervisado Por refuerzo
+ Clasificacion + Estimacion de densidad « Aprendizaje de politicas
* Regresion * Reduccion de la « Aprendizaje de valor

dimensionalidad
+ Agrupamiento
+ Causalidad

Figura 1. Tareas dentro del aprendizaje automatico de acuerdo con el tipo de aprendizaje.

Como se ha revisado, el AA en un campo de investigacion extenso, tanto como, por el enfoque de
aprendizaje, la problematica a resolver (tareas) y la amplia variedad de aplicaciones en que se pueden trabajar.
Esta investigacion tiene como objetivos (i) estudiar la tarea de estimacion de densidad dentro del AA. Esta
investigacion tiene como objetivos i) estudiar la tarea de estimacion de densidad dentro del AA. Asi mismo, se ii)
describen dos aplicaciones de estimacion de densidad: (a) un analisis de frecuencias aplicado a casos de Covid-
19 y (b) un modelo de fondo para la deteccion de movimiento.

2 Estado del arte

Estimacion de densidad: La estimacion de densidad es el problema de aproximar la Funcion de Densidad
de Probabilidad (FDP) utilizando un conjunto de datos X. Concretamente, si se observa Xy, X5, ..., X, entonces se
recupera la FDP subyacente que genera X. En la Figura 2, se muestra la topologia de las técnicas de estimacion
de densidad. Asi mismo, en el ajuste de una FDP existen dos enfoques principales: (i) paramétrico y (i) no
paramétrico. La ventaja de los (a-i) métodos paramétricos unimodales es su simplicidad teodrica, que permite
modelar los datos con una baja complejidad computacional. No obstante, [6] mencionan que la forma local de una
FDP puede ser atipica, compleja o multimodal debido a la naturaleza estocastica de la mayoria de los fendmenos
estudiados. Sin embargo, una mezcla de distribuciones paramétricas que considere multiples modas puede
modelar estos retos durante un horizonte de tiempo que sea estacionario. Las mezclas de distribuciones
paramétricas mas utilizadas son las basadas en Weibull [7-8] y Gaussiana [9-10]. Por otro lado, los (a-ii) métodos
de distribucion no paramétricos, no asumen una estructura previa en los datos. Un método clasico de este tipo es
el histograma, el cual tiene como desventaja definir el nimero de particiones. Por otro lado, en la literatura el
método Kernel Density Estimation (KDE) ha sido utilizado principalmente con las funciones nucleo: Gaussiana
[5-6, 11-12] y Epanechnikov [13]. No obstante, para ambos enfoques se necesita la estimacion de los parametros
que ajustan a una FDP. Si bien, los métodos no paramétricos, como KDE, no necesitan estimar los parametros de
su funcion nucleo. Si es necesario optimizar el ancho de banda que permite ajustar una FDP a la distribucion
teorica de los datos.
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Estimacion de parametros: La estimacion de pardmetros que ajustan a una FDP representa un nuevo reto.
En la revision de la literatura, los principales métodos en la estimacion de parametros han sido: Maximum
Likelihood Estimation (MLE) [7, 12, 14] v Expectation-Maximization (EM) en sus diferentes variantes [15-17].
La tarea principal en la estimacion de pardmetros es maximizar el valor esperado de los datos que pertenecen a
una variable compleja. Por lo tanto, la estimacion de parametros es esencialmente un problema de optimizacion.
En consecuencia, se han propuesto técnicas de biisqueda estocasticas para encontrar los parametros que ajustan a
una FDP [8].

Estimacion de
densidad

Ajuste de FDP’s

Monovariados Multivariados

Multiples variables

Mismo Distintos

Monomodal componente componentes

Un componente Mezcla de componentes Copulas

Mismo Distintos
componente componentes

Figura 2. Topologia de la tarea de estimacion densidad.

3 Materiales y métodos

3.1 Andlisis de frecuencias

Un analisis de frecuencias tedrico significa ajustar una serie de datos a una Funcion de Distribucion Acumulada
(FDA), que representa la probabilidad de ocurrencia de una variable aleatoria. Este procedimiento debera aplicarse
cuando se desee conocer un evento asociado a un periodo de retorno mayor que la longitud maxima de los datos
registrados; por eso se llama tedrica porque no es posible estimar el evento usando una tabla de frecuencia
empirica. Existen varias FDA, las mas utilizadas son las monovariadas monomodales, en especial las
distribuciones de valores extremos. También, se utilizan las FDA multivariadas, es decir, pueden tener en cuenta
dos o tres conjuntos de datos. Para los datos diarios de Covid-19, se propone utilizar la distribuciéon Gumbel [18].
También, conocida como distribucion de valores extremos tipo I. Donde su FDA se describe en la Ecuacion 1.

F(x) = e—¢ “®P (1)

Donde la Ecuacion 2 es

o= 1.2825; B =x—0.45s @

N

Donde s es la desviacion estandar, X es la media, a es el parametro de escala y 5 es el pardmetro de forma.
Luego, para igualar la FDP del periodo de retorno P = 1 — % con la FDA se tiene la Ecuacion 3.

F(X) = fxf(X)dX =P(x<X)=1 —% 3)

Resolviendo x se tiene la Ecuacion 4.

x=p- % [ln (ln (T i 1))] 4)
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3.2 Modelo de fondo

En este caso de uso se utiliza un modelo substraccion de fondo basado en la aproximacion a una de gaussiana.
Esta aproximacion modela a cada pixel como una distribucion gaussiana, si la intensidad del pixel no se puede
modelar por la FDP, se asume que corresponde a un objeto detectado. Los parametros de cada componente se
inicializan: u con el valor de la primera imagen y o con un valor preestablecido. Debido al cambio continuo de la
variacion en la iluminacion el modelo estimado es valido por un corto periodo de tiempo. Para lograr un modelo
que se adapte a las variaciones de luz, los parametros de la (u¢,, g,) para cada pixel son actualizados. De acuerdo
con Jiménez y otros [19], los parametros se pueden estimar mediante una version recursiva de EM, que se define
con las Ecuaciones (5) y (6).

w1 = P + (1 — p)xy (5)

01 = po? + (1 = p) (X — Hi41)? (6)

donde p € [0,1], representa el factor de convergencia o la tasa de actualizacién del modelo. Con los pardmetros
estimados, se puede definir un criterio de pertenencia, que permita determinar si un pixel corresponde al fondo o
a un movimiento. Este criterio esta definido por la distancia normalizada, véase Ecuacion (7).

: N2 2
B= {1, si(x, —uw)* > Bo 7
0, en otro caso

4 Resultados experimentales

En esta seccion, se muestran los resultados de los dos casos de uso desarrollados. Tanto en el analisis de
frecuencias como en el modelo de fondo se busca aproximar un FDP de tipo monovariado monomodal. Los datos
utilizados para los casos diarios de COVID-19 fueron descargados del repositorio de la Universidad Johns
Hopkins. Por otro lado, la secuencia de imagenes utilizada fue tomada de [20], que contiene 1,700 imagenes de
una resolucion 320x240 pixeles. A continuacion, se detallan los resultados obtenidos al aplicar cada modelo de
densidad.

4.1 Anilisis de frecuencias

A nivel mundial, la enfermedad de coronavirus COVID-19 se propagéd rapidamente. En ese contexto de
aumentos de contagios, es fundamental conocer la probabilidad de que se notifique un nimero especifico de casos.
A continuacion, se presentan la probabilidad de incidencia de nuevos casos confirmados en dos paises afectados
en Latinoamérica: Argentina, México y Brasil. La Tabla 1, muestra la estimacion de los pardmetros de las
distribuciones utilizadas. Este analisis probabilistico proviene del analisis de frecuencia de cada uno de los paises,
véase las Figuras 3-5.

Tabla 1. Pardmetros para el ajuste del modelo Gumbel.

Pais N° de datos analizados Parémetros Gumbel
Escala Forma
Argentina 540 7,448 4,556
México 544 2,498 4,529
Brasil 546 300,052 13,869
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Figura 3. Caracterizaciéon Gumbel de nuevos casos confirmados diarios en Argentina.
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Figura 4. Caracterizaciéon Gumbel de nuevos casos confirmados diarios en México.

350 400 450 500

4
16 x10 :

I Observed
Estimated Gumbel

Daily confirmed COVID-19 cases

150

250 300
Time (Days)

Figura 5. Caracterizaciéon Gumbel de nuevos casos confirmados diarios en Brasil.
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4.2 Modelo de fondo

Los resultados muestran que la substraccion del fondo y la deteccion de movimiento es obtenida
correctamente. Por lo tanto, una secuencia de imagenes puede ser modelado mediante aproximacion por una
gaussiana. Este modelo de substraccion del fondo tiene un bajo coste computacional. Ademas, la convergencia
del modelo se alcanza en un tiempo razonable y se adapta a los cambios luminicos del ambiente, asi como el ruido
de adquisicion por parte del sensor, véase Figura 6. Cabe destacar que el Unico reto en esta secuencia de imagenes
se debe al ruido de adquisicion del sensor. Por lo tanto, se espera que la substraccion de fondo en un ambiente
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exterior conlleve a un mayor reto debido a los cambios de iluminacion, la sombre de objetos y los movimientos
periddicos en el ambiente. Por tltimo, se observa la mejora en la deteccion del movimiento al aplicar la operacion
morfologica de apertura, permitiendo descartar los efectos de ruido en la secuencia de imagenes.

ry~ Iy~

Figura 6. Substraccion de fondo de una secuencia de imagenes en un escenario interior.

5 Conclusiones y Trabajos Futuros de Investigacién

Este trabajo presenta una discusion de una de las tareas principales en el AA, la estimacion de densidad.
Primero, se revisaron los fundamentos historicos que llevaron al surgimiento del AA. Asimismo, se revisaron los
paradigmas de aprendizaje y las tareas en el AA. Luego, se introdujo el concepto de estimacion de densidad, asi
como, la topografia de enfoques y métodos que existen en la revision de la literatura. Por otro lado, el objetivo de
aplicar estos métodos para resolver diferentes problematicas fue resuelto al presentar dos casos de uso; uno en el
area de analitica de datos al realizar un analisis de frecuencias de los casos de COVID-19, y otro en el area de
procesamiento de imagenes al desarrollar un modelo de substraccion de fondo adaptable.

Cabe mencionar que la tarea de estimacion de densidad como parte del paradigma de aprendizaje no
supervisado, busca descubrir patrones o estructuras que representen informacion util a cada problema a resolver.
Por otro lado, la estimacion de densidad es muchas veces una etapa previa para otras tareas de AA. Por ejemplo,
en el caso del clasificador Bayesiano de tipo continuo, en algunos tipos de modelos graficos probabilisticos para
determinar relaciones causa-efecto, entre otras tareas, tal como, regresion y/o agrupamiento.

Por otro lado, los principales trabajos a futuro se centran en tres aspectos: i) desarrollar modelos de densidad
de tipo multivariados, especialmente aquellos que trabajan con distintos componentes, conocidos como modelos
de copula; ii) aplicar técnicas de busqueda estocasticas, conocidas como algoritmos genéticos, para una mayor
cercania al optimo glocal en la estimacion de los parametros; y iii) en modelos de densidad de tipo monovariados
multimodales encontrar un criterio que determine el nimero de componentes que ajustan de forma eficiente la
FDP.
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